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Przychody skali

» Proporcjonalne zwiekszenie czynnikow = zwiekszenie
produkcji, ale czy rowniez proporcjonalne?
» W zaleznosci od odpowiedzi:
State przychody skali, CRS (constant returns to scale)
Rosngce przychody skali, IRS (increasing returns to scale)
Malejgce przychody skali, DRS (decreasing returns to scale)
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Rosngce przychody skali

» W wyniku proporcjonalnego zwiekszenia czynnikow
produkcji produkcja rosnie ponadproporcjonalnie

v f(AK,AL)> Af (K,L)

Wieksza produkcja wymaga srednio mniej czynnikow na
jednostke produkcji

Jedna duza firma bardziej efektywna niz wiele matych
lzokwanty ‘zageszczajg sie’ ze wzrostem czynnikoéw produkgji
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Rosngce przychody skali
;v;lf(/iK,/lL) >/1f(K,L)

lzokwanty ‘coraz gesciej’
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State przychody skali

v f(AK,AL)=Af(K,L)

A>0

30

lzokwanty ‘w tych
samych odlegtosciach’
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Malejgce przychody skali:
Zl f(ﬂK,ﬂL) </1f(K,L)

30

lzokwanty ‘coraz rzadziej’
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Case study — Henry Ford i fabryka River Rouge

» Gdy Henry Ford zatozyt pierwszg fabryke samochodow
(1903) konkurencja dziatata gtéwnie w formie matych
manufaktur, gdzie wysoko wykwalifikowani pracownicy
dziatali w zespotach i przechodzili od jednego
egzemplarza do nastepnego. Ford wprowadzit dwie
innowacje — (1) standaryzowane czesci (zamienne),
ktore mogli montowaé nawet nisko wyszkoleni
pracownicy i (2) zamiast grup przechodzgcych od
samochodu do samochodu wprowadzit linie
produkcyjng, a pracownicy, z ktérych kazdy miat tylko 1
zadanie, pozostawali w miejscu.

» Pierwsza fabryka w Highland Park pod Detroit odniosta
wielki sukces i montowany tam Model T byt poza
zasiegiem konkurencji jesli chodzi o cene.

» Ford sadzit, ze wprowadzajgc dalszy podziat pracy i budujac jeszcze wiekszg fabryke bedzie w
stanie jeszcze bardziej obnizy¢ cene.

» W 1927 powstata fabryka w River Rouge, ktdra montowata Model A. Skala fabryki byta
jednak zbyt duza, wkraczajgc w ujemne przychody skali. Produkowany tam Model A nie
mogt konkurowaé z innymi modelami, produkowanymi juz przez GM i Chrysler. Skale fabryki
oddaje opis z biografii Forda:

» Na terenie fabryki znajdowaty sie 93 rozne budynki. Linia kolejowa miata dfugosc¢ 93
mil, a tasmy montazowe 27 mil. W fabryce pracowato okoto 75000 ludzi. Samych 5000
ludzi nie robito nic innego niz sprzqtanie, zuzywajgc 5000 mopow, 3000 szczotek i 86
ton mydta miesiecznie do sprzgtania podtog, scian i 3,3 ha okien.
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Przychody skali a funkcja Cobba-Douglasa

» Sprawdzamy przychody skali:
?
(AK)" (ALY =AK“L’
APKOP =K & o+ =1

» Wiec dla funkcji Cobba-Douglasa:

o+ 3 =1 — stale przychody skali
o+ [ >1 — rosngce przychody skali
o+ [ <1 — malejace przychody skali

> — funkcja Cobba-Douglasa a przychody skali i

krancowa produktywnosc
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Case study —
przychody skali w wybranych gateziach przemystu USA

>

Malejace przychody skali:
Produkty tytoniowe
Zywnosé
Sprzet transportowy

State przychody skali:
Tekstylia
Meble
Elektronika

Rosnace przychody skali:
Papier
Produkty ropopochodne

Metale

0,18
0,43
0,44

0,70
0,62
0,49

0,44
0,30
0,51

0,33
0,48
0,48

0,31
0,40
0,53

0,65
0,88
0,73

0,51
0,91
0,92

1,01
1,02
1,02

1,09
1,18
1,24

Rosnace, state, malejgce przychody skali czesto daje sie zaobserwowac w réznych
gateziach przemystu. Ponizsze wyniki oszacowano dla gospodarki USA (Hsieh, 1995),
zaktadajac funkcje produkcji typu Cobba-Douglasa: ¢ = AL'K”

Wzrost ilosci czynnikow produkcji o 1% powoduje procentowy wzrost produkcji o
podang wielkosc:

| pracaa | Kapital b | Skala,avh
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Homogenicznosc funkcji
» Funkcja (K, L) homogeniczna stopnia « gdy

3V f(AK,AL)=A"f(K,L)

a A>0

Zwykle w ekonomii znaczenie ma homogenicznos¢ stopnia 0i 1
Np. ograniczenie budzetowe — homogeniczne stopnia 0

State przychody skali — funkcja produkg;ji homogen'(gzma}@topnia 1

Funkcja Cobba-Douglasa — homogeniczna stopnia

Jesli funkcja f(x) jest homogeniczna stopnia & to af(x)/axi
homogeniczna stopnia o/ —1

» Funkcja homotetyczna — monotoniczna transformacja dowolne;
funkcji homogenicznej stopnia 1

» Dla funkcji homogenicznej stopnia 1 / homotetycznej MRTS nie
zalezy od skali produkgji
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Homogenicznos¢ / homotetycznosc funkcji

FACTOR 2

FACTOR 2

f(x) =2y
f(x) =y

FACTOR 1

Funkcja homogeniczna stopnia 1
(state przychody skali)

f(x) # 2y
f(x)=y

FACTOR 1

Funkcja homotetyczna
(i nie homogeniczna)

lzokwanty sg obrazem samych siebie wzdtuz promieni
Dla kazdego promienia — to samo nachylenie kazdej izokwanty

Funkcja produkcji zalezy od relatywnej ilosci czynnikow, nie od ich absolutnych wartosci
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Case study —
dlaczego przepowiednie Malthusa sie nie sprawdzity?

» Malejace krancowe produktywnosci vs.
malejgce przychody skali
Przyktfad:
q(K,L) _ K2/3L2/3

Malejgca kranncowa produktywnosc K:

MP _ aq (K)L) _ 2 K_1/3L2/3 _ 2L2/3
K /3
oK 3 3K
0'q(K,L 23
e SN O
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Case study —
dlaczego przepowiednie Malthusa sie nie sprawdzity?

Malejgca krancowa produktywnos¢ L:

2/3
p _O4(K.L) 2 0,y 2K

‘ oL 3 3
82Q(K’L) _ %(_le2/3L4/3 _ 2K2/3 < O
2 o o 4/3

oL 3V 3 oL

Wiec obie MP malejgce
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Case study —
dlaczego przepowiednie Malthusa sie nie sprawdzity?

A przychody skali...

¢(AK,AL)=Aq(K,L)

(’)

(AK)" (AL)” =AK* "

14/3]{2/3[42/3 > ZK2/3L2/3

...r'osngce




Elastycznosc

» Elastycznos¢ cenowa popytu:

‘Relatywna zmiana popytu wynikajgca z relatywnej zmiany ceny’

q=f(p)

_dq p
dp q

€pq
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Elastycznosc

Np. gq=70-2p
2
€Pq=—2-£:— P
q 70-2p

Jedli obecnie np. p =20, ¢ =30
to elastycznosc w tym punkcie:

20
Exq =-2-—=-1,33
30
Jesli cene zwiekszy¢ o 1% to popyt spadnie 0 1,33%

(niezaleznie od jednostek p i g)
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Elastycznosc technicznej substytucji czynnikow

» Zatdzmy, ze izokwanta jest Scisle wypukta:
L

K

» Kazdej MRTS,, odpowiada jakis punkt (K,L) na izokwancie, a
wiec jakas relacja L/K

» L/K jest zatem funkcjg MRTS,,
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Elastycznosc technicznej substytucji czynnikow

» Jesli é:f(MRTSKL)

to elastycznosc substytucji pomiedzy K a L to:

L
TSy, E
» Mierzy jak zmieniajg sie warunki wymiany czynnikéw
(MRTS,,) jesli wzig¢ inne proporcje czynnikow

» Jak zmienia sie relacja czynnikow ze zmiang nachylenia
izokwanty

O, x = Eur

» Intuicyjnie: ‘relatywna substytucyjnos¢ czynnikow’
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Elastycznosc technicznej substytucji czynnikow

» Elastycznosc zdefiniowana jest jako relatywna zmiana
stosunku czynnikow do relatywnej zmiany MRTS:

d(L/K)
5 - LK _ dIn(L/K)
" dMRTS,,  dIn|MRTS,,|
MRTS,,

Jesli mata zmiana nachylenia daje duzg zmiane relacji

czynnikow — izokwanta jest relatywnie ptaska (wysoka
elastycznosc¢ substytucji)

Mierzy kurwature izokwanty (MRTS,, — mierzy jej nachylenie)
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Funkcja o statej elastycznosci technicznej substytucji czynnikow

» Funkcja o statej elastycznosci technicznej substytucji
czynnikdéw, CES (constant elasticity of substitution) ma

postac:
Y

y:(aK” +pr);

Dla uproszczenia weimy: a=b=y=1

1
Wtedy elastycznosc substytucji to o = 1—
—pP
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Funkcja o statej elastycznosci technicznej substytucji czynnikow
1

» Funkcja y= (K” +17 )5
1

l(K P+ I’ )(E_lj <a

MP, L -1
MRTS,, :_M}f =L 1 =—(§j3—=(—MRTSKL)p1
c Lgrwr )[71) pL’” £
P -1
L -1 ~L_y ~MRTS 1 (=MRTS,, )1 1
Ok = Eyrrsy, K B p_l(_MRTSKL)P—l 7 KL — KL — = T
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Funkcja o statej elastycznosci technicznej substytucji czynnikow

1

» Funkcja y= (K" +17 )5

dIn(L/K)

dIn(L/K)

OLx :dln‘MRTSKL‘ ] kY™
d In (L) d In (

dIn(L/K)

dIn(L/K)

1

(1-p)dIn(L/K)

I=p

L

K

il
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Funkcja o statej elastycznosci technicznej substytucji czynnikow
1

» Funkcja CES: y = (KP s )E
» Elastycznosc substytucji 0':1L

—p
» Niektore przypadki szczegolne:

» Liniowa funkcja produkcji: p =1, 0 =00

y=K+L
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Elastycznosc technicznej substytucji czynnikow

Liniowa funkcja produkgji, izokwanta:
L

W A inna relacja L/K niz w B, a MRTS taka sama
Whiosek: elastycznosc¢ substytucji nieskoriczona
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Elastycznosc technicznej substytucji czynnikow

» Funkcja produkcji Leontiefa p=—co, 0 =0
1

» Dla p=—o0 y=(Kp+Lp); nie jest zdefiniowane, ale w granicy:

p-1
lim MRTS,, = lim (—(Ej J

p—r—co p—>—co L

L>K = MRTS,, =—oc
L<K = MRTS,, =0

» Wiec izokwanta wyglada jak dla funkcji Leontiefa
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Elastycznosc technicznej substytucji czynnikow

Funkcja produkcji Cobba-Douglasa p=0, o =1
1
Dla p=0, y= (Kp + 17 )” nie jest zdefiniowane, ale

. . KY" L o
lim MRTS,, =lim| —| — =——=MRTS,,
p—0 p—0 L K
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Elastycznosc technicznej substytucji czynnikow

» Dla funkcji produkcji Cobba-Douglasa — inaczej:

q=f(K,L)=AK"L’

AaK*'l’  alL

MRTS,, =— T T

L
== —ﬁMRTSKL

K o
. L B MRTS B MRTS
WIEC: Ok = Euprs,, E:—OK 7 kL :_0(. KL
— ——MRTS,,
K o
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Elastycznosc technicznej substytucji czynnikow

» Whniosek — funkcja typu Cobba-Douglasa ma statg
elastycznosc¢ substytucji czynnikéw =1

» Izokwanty typowych funkc;ji CES:

FACQTOR FACTOR FACTOR
2 2

FACTOR 1 FACTOR 1 FACTOR 1
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Elastycznosc technicznej substytucji czynnikow

» Graficznie:

min

min
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Niezbedne czynniki produkcji

» ‘Czynnik produkcji jest niezbedny, jesli przy jego naktadzie
0 produkcja wynosi O, niezaleznie od naktadéw innych
czynnikow’

3 VvV (XX, =0,.,X,)=0

X, X)X, 2X,

Dla wypuktych izokwant, jesli elastycznosc¢ technicznej
substytucji £ 1 to czynnik niezbedny




Przyktad — zrownowazony rozwoj

» Zatozmy, ze wszystkie odnawialne czynniki produkgji
potgczymy w jeden syntetyczny czynnik
» Drugim czynnikiem produkcji bedg czynniki
nieodnawialne (np. zelazo, wegiel, ropa, aluminium...)
W dtugim okresie wykorzystanie tych czynnikdw musi zmalec
» Przysztosc ludzkosci zalezy od elastycznosci technicznej
substytucji czynnikow odnawialnych i nieodnawialnych
Jesli o >1- czynniki nieodnawialne nie sg niezbedne
Jesli o =1- czynniki nieodnawialne sg niezbedne, ale
gospodarka nie musi sie zawalic

Jesli 0 <1-w koricu przestaniemy méc cokolwiek
produkowacd
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|zokliny

» l1zoklina dostarcza informacji o tym, jak kolejne izokwanty
majg sie do siebie

» ‘Wszystkie punkty na mapie izokwant, w ktorych MRTS
jest jednakowe’

» Dla kazdego punktu izokwanty mozna wyznaczy¢ izokline
L
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Case study — produktywnosc¢ pracy

» W USA wzrost produktywnosci pracy
zwalniat od Il wojny Swiatowe]

50-60: 3,4% rocznie
70:2,2%
80:1,2%

» Wzrost produktywnosci pracy bo:
Technologia (50%) | _,
Wzrost ilosci innych czynnikow produkcji (20-25%)

Inne
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Wzrost produktywnosci a technologia

» Zmiany technologii
MP} > MP}

MP? > MP,

MP,;
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Wzrost produktywnosci a ilosc kapitatu?

» Przyktad:
f(K,L)=K"L"

p V(L)
oL

=0,8K"L"*

Zatézmy, ze L =100 wtedy:
Dla K =100 MP, =0,8-100"°100™"* =0,8
pla K=1000 MP, =0,8-1000"°100"* =1,27

Wzrost ilosci kapitatu na pracownika zwieksza jego krancowg
produktywnosc
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Case study — produktywnosc pracy

» Jest to jeszcze jedna ilustracja tego, jak dziata MP

» Ale dlaczego MP, ro$nie coraz wolniej?

Spadek ilosci kapitatu na zatrudnionego
Powojenny wyz demograficzny
Kobiety na rynku pracy
Inne
Regulacje dotyczgce BHP
Regulacje srodowiskowe

Zmiana struktury wieku zatrudnionych
itd.
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Trzy fazy funkcji produkgji

4

I

I




Wtasnosci funkcji produkcji

» Monotonicznos¢
» Swobodne dysponowanie (free disposal)

(= f-cja niemalejaca)

q
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Wtasnosci funkcji produkcji

» No free lunch




Wtasnosci funkcji produkcji

» Mozliwos¢ braku dziatania (possibility of inaction)
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Wtasnosci funkcji produkcji

» Wypuktosc (= niemalejgce przychody skali)
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/biory produkcyjne

Efektywna produkcja

q
A
Nieefektywna
produkcja
o L
Zbior produkcyjny
q”

Y

L’ L
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Granica mozliwosci produkcyjnych

» Krancowa stopa transformacji —
ile trzeba poswieci¢ dobra
X, za jednostke X,

X2

oF (X,,X,)/dX,
MRT, , = T
1 (X,,X,)/0X,

= nachylenie krzywej transformac;ji
(mozliwosci produkcyjnych)
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Granica mozliwosci produkcyjnych

» Jaki ksztatt granicy mozliwosci produkcyjnych?

X , .
N » MRT, . (co do wartosci bezwzglednej):
» rosngca — krzywa wklesta

» malejgca — krzywa wypukta

» stata — prosta

» Uzasadnienie:
» np. X, i X, maja rézng optymalna
relacje czynnikow produkgji
» korzysci z zakresu
¢
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Analogia ze zbiorem produkcyjnym

» Jesli X, i X, to czynniki
X2 produkcji to analiza identyczna
jak zbiorow produkcyjnych

» MRT jak MRTS

» Acoz’‘no free lunch’




/biory produkcyjne — alternatywnie

\
e
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/biory produkcyjne — aksjomaty

» No free lunch

\
Re
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/biory produkcyjne — aksjomaty

» No free lunch

ty utopione

\
Re
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Quiz
» Prawda czy fatsz:

Jesli funkcja produkcji ma rosngce korzysci skali to izokwanty
obrazujgce regularne wzrosty produkcji lezg coraz rzadziej

Jesli suma wyktadnikow funkcji produkcji typu Cobba-
Douglasa jest wieksza od 1 to funkcja ta jest wypukta

Homotetyczna funkcja produkcji reprezentuje state
przychody skali

Liniowa funkcja produkcji to przyktad funkcji CES

Kranncowa produktywnosc jednego czynnika zawsze zalezy od
ilosci innych czynnikow produkgji

No free luch oznacza, ze nie da sie wyprodukowac czegos z
niczego
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