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Minimalizacja kosztow

» Minimalizacja kosztow (przy zadanej wielkosci produkcji)

Pozwala wyprowadzi¢ funkcje TC i rozwigzac problem
maksymalizacji zyskéw wykorzystujac tylko jedng zmienng (qg)

W dtugim okresie mozna zmienic ilosci wszystkich naktadow
lle czynnikow zatrudnic, zeby najtaniej wyprodukowac dang
ilos¢?
Graficznie — ktdra kombinacja czynnikdw na izokwancie najtansza?
Analitycznie — minimalizacja kosztow przy ograniczeniu
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Ceny czynnikow produkcji

» Czynniki produkcji — ceny (state)

Kapitat
Jesli wynajecie — koszt wynajecia za jednostke — r (rent)
Jesli zakup — stopa procentowa + deprecjacja
Stopa procentowa — koszt alternatywny
(pienigdze mozna zainwestowac inaczej)

Deprecjacja — kapitat z czasem traci na wartosci

Przyktad:

Mieszkanie w bloku z wielkiej ptyty

Koszt mieszkania (60 m2) = 400 000 PLN

Utracone oprocentowanie (5%) — inflacja (1%) = 4%
Deprecjacja (zat. trwatos¢ bloku 50 lat) = 2% rocznie
Razem koszt: 6%

Razem koszt posiadania w pierwszym roku: 400000 - (O, 04+0, 02) = 24000
Praca — wynajecie za jednostke — w (wage)
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|lzokoszta

» Pokazuje wszystkie kombinacje czynnikoéw produkgciji,
ktore tgcznie kosztujg tyle samo

» Np. jesli jedynymi czynnikami kapitat i praca to:
1C=rK+wL

» Dla roznych wartosci TC rownanie bedzie wskazywac inne
kombinacje czynnikow
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Nachylenie izokoszty

» Przeksztatcajgc rownanie izokoszty (na osi pionowej K):

r r

1%
» Wiec nachylenie izokoszty to ——
v

» ‘W jaki sposob kapitat mozna zastepowac pracg bez
zmiany kosztow’
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|lzokoszta
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Minimalizacja kosztow — graficznie

K Rozwigzanie wewnetrzne:
nachylenie izokwanty =
nachylenie izokoszty

\\ (styczno$d) MRTS,, = v
r

Izokwanta

g, = f(K,L)
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Minimalizacja kosztow — rozwigzanie wewnetrzne

» Wniosek:

Jesli rozwigzanie wewnetrzne, to:

MRTS, =--=
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Minimalizacja kosztow — rozwigzanie wewnetrzne

. MP, _ MP,
w r
» Przyktad:

w =10 PLN, r=20 PLN
Ktorego czynnika producent zatrudni wiecej?
Zalezy od krancowych produktywnosci ...
Zaktadajac, ze MP,(L) ma taka sama postac jak MP, (K) i obie malejace:
Wybierajgc czynnik, ktorego kolejng jednostke chcemy zatrudnic bierzemy zawsze
ten, dla ktorego MP/koszt jest aktualnie wieksza
Zwiekszanie zatrudnienia czynnika obniza MP
W optimum — zatrudnimy wiecej tafiszego czynnika

Inaczej — jesli MP,/w # MP,/r to opfaca sie zastepowac jeden czynnik drugim
MP czynnika ktérego ilos¢ zwiekszamy maleje; MP czynnika, ktérego ilos¢ zmniejszamy
rosnie
Optaca sie zastepowac jeden czynnik drugim dopdki ich krancowa produktywnos¢ przez
koszt sie nie zréwnaja

A co jesli MP czynnikow niemalejgce?
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Minimalizacja kosztow — graficznie
/miana cen czynnikow produkcji

L relatywnie drozsze niz K
=> mniej wykorzystywane

Nowe ceny czynnikow —
W Wo
nachylenie —— < ———

h 7

—

Poczgtkowe ceny
czynnikow —

W
nachylenie ——

7

Y
~
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Minimalizacja kosztow — zmiana cen czynnikow

- w W
» lzokoszta bardziej stroma —— < ——2%

h 5

» (np. rosnie koszt pracy w, >w, )

MP, MP,

w r

» Wiec aby rownanie byto spetnione, relatywna ilosc
zatrudnienia kapitatu w stosunku do pracy musi wzrosngac¢

(bo krancowa produktywnos¢ malejaca)
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Minimalizacja kosztow — formalnie

» Dane:
q = flK,L)
w, r
Firma minimalizuje koszty TC = wL + rK
przy ograniczeniu: f(K,L) = g,

Metoda mnoznikow Lagrange’a
(taki sam wynik dla minimalizacji kosztow dla danego q,
i dla maksymalizacji produkcji przy danym TC,)
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Metoda mnoznikow Lagrange’a

» Metoda mnoznikéw Lagrange’a w pigutce

1.

3.

Zapisz funkcje Lagrange’a (Lagrangian)
(LK, A)=wL+rK-A(f(K,L)—q,)

FOC: zrozniczkuj po wszystkich zmiennych (L, K, A) i

przyrownaj do O
A ar
oL 0K oA

Rozwigz uktad rownan
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Metoda mnoznikow Lagrange’a

(LK, A)=wL+7rK-A(f(K,L)-q,)

%:W_ﬂaf(K,L) o @W:/Iaf(K,L) _aMP
oL oL oL
|88 _ G YKL) (:r:/laf(K’L):/IMPK
oK oK oK
M—f(K,L)—qO:O < f(K,L)=q,
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Jr AMP, r w
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Mnoznik Lagrange’a

» A—=‘mnoznik Lagrange’a’ — stopien, w jakim optymalne
rozwigzanie funkcji celu zmienia sie ze zmiang
ograniczenia

U nas: jak mozna zmniejszyc¢ koszt, jesli krancowo zmniejszyc
produkcje

» Cena-cien (shadow price)
(LK, A)=wL+rK-A( f(K,L)—q,)

» Czyli krancowy koszt zmiany wielkosci produkgji
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Rozwigzanie brzegowe — graficznie

» UWAGA: warunek dziata tylko dla wypuktych izokwant i
tylko dla rozwigzan wewnetrznych! (L >0i K> 0)

Rozwigzanie brzegowe
MP, _ MP

w

r

Rozwigzanie wewnetrzne

A e - MPL :MPK
| w r

Y
~
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Rozwigzanie brzegowe — graficznie

» Dla izokwant funkcji Cobba-Douglasa osie asymptotami, a
izokwanty wypukte, wiec zawsze rozwigzanie wewnetrzne

Rozwigzanie brzegowe mozliwe jesli o >1
np. dla doskonatych substytutow
K (lintowa 1zokwanta)

! o=1
! o<l

o>1

min
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Metoda mnoznikow Lagrange’a — przykfad

» Funkcja produkcji Cobba-Douglasa ¢ = K" L"*

» Ceny czynnikéw produkcji: w=10,r=2

» lle zatrudnic czynnikow produkcji, aby minimalizujgc

koszty wyprodukowac g = 100 jednostek?

» Minimalizujemy 2K + 10L przy ograniczeniu K" [’* =100

» (L, K,A)=10L+2K - A(K"**L"* =100)

(o2 (L,K, )
oL (10 0,8K"*L**  MP,

A2 (L,K,4) _ 2_Z(O,2K—0,8L0,8) —0 12 0,2K° L - MP,

oK 0.2 70.8
K> L>° =100
&l (L,K,A) )

ol

= 10—/1(0,8K°’2L‘°’2) =0

=—K** ¥ +100=0
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Metoda mnoznikow Lagrange’a — przykfad

Zuzywamy wiecej tego czynnika,
ktérego krancowa produktywnosé
w stosunku do jego ceny
jest relatywnie wieksza

q :KO,2L0,8
r=2, w=10
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Popyty warunkowe na czynniki produkcji

» Dla kazdego zestawu g, w, r mozemy obliczy¢
minimalizujgce koszty wielkosci K'i L

» Wielkosci Ki L mozna wiec wyrazi¢, jako funkcje

» Popyt warunkowy firmy na czynniki produkgji
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Popyty warunkowe — graficznie

Dla statych wir

Sciezka ekspansiji

q /

q /

. Popyt warunkowy na K = f(q,w,r)

> K

Y
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Sciezka ekspansji
» Pokazuje najtansze kombinacje czynnikéw produkcji
pozwalajacych na osiggniecie danej produkgji

» l1zoklina dla aktualnej relacji cen czynnikdw produkgcji
K
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Sciezka ekspansii

» Niesie te samg informacje, co dtugookresowa krzywa TC

Kazdy punkt stycznosci izokwanty z minimalng izokosztg
determinuje koszt danej wielkosci produkgji

K
150
. Nachylenie
Sciezka ekspansji y
100 _dK
25 dL
50
300 g
25
|

50100150 _ 200 300 L
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Sciezka ekspansji w krétkim okresie

» SR — niektére czynniki state
» LR —wszystkie czynniki zmienne

LR sciezka ekspansji
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Sciezka ekspansji w krétkim i dtugim okresie

» SRTC przewyzsza LRTC, dla danego g, z wyjatkiem punktu,
w ktorym krotkookresowe ograniczenie ilosci statego
czynnika jest jednoczesnie optymalnym dtugookresowym
wyborem jego ilosci

» Wiec LRTC ma zawsze przynajmniej jeden punkt wspolny z
kazdg SRTC
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Typowe rozwigzania brzegowe

» Rozwigzanie brzegowe mozliwe np. gdy o > 1
(zaden czynnik nie jest ‘niezbedny’)

» Na przyktad czynniki doskonale substytucyjne

K Optymalnie zatrudnié
tylko ten czynnik, dla lzokoszta
ktorego wieksze W nachylenie
X | w
MP, _ MP, _w
> r
r w
lzokwanta
nachylenie
| _mp
MP,

Y
-~
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Typowe rozwigzania brzegowe

» Jesli czynniki to doskonate substytuty to firma zatrudni

ten, ktorego kranncowa produktywnosc¢ w stosunku do
ceny wieksza

» Podobnie dla innych rozwigzan brzegowych
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Typowe rozwigzania brzegowe

» Dla czynnikéw doskonale substytucyjnych /' (K,L) = aK + SL

MPe  MPL o 4 ;_
r w o
MP, MP g
» Popyty warunkowe: | —*<—+t = K =0, L=
r w
rC=rk =" ¢ dla MP,  MP,
(94 v W
» Koszt catkowity: ;
rC=wi="¢ dla MP, _ MP,
r w
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Case study — dyskryminacja kobiet

4

» Kobiety i mezczyzni na rynku pracy
Zat. 1: Kobiety i mezczyzni = doskonate substytuty
Zat. 2: Produktywnosc¢ kobiet i mezczyzn taka sama

Co powinien robi¢ minimalizujgcy koszty pracodawca?
lzokwanty — proste o nachyleniu -1
Jesli ptace takie same to nie ma znaczenia kogo zatrudnié

Jesli ptace kobiet nizsze to minimalizujgcy koszty pracodawca zatrudni

tylko kobiety
W efekcie ‘popyt na kobiety’ rosnie, cena rosnie
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Case study — dyskryminacja kobiet

» Empirycznie — ptace kobiet nizsze
Wyijasnienie ‘a la Pienkowska’:
Kobiety dyskryminowane przez firmy (firmy nie minimalizujg kosztow)
‘Cena’ kobiet nizsza niz mezczyzn, ale dyskryminujgcy pracodawca
zatrudni kobiete tylko jesli réznica w pensji przewyzsza ‘wartos¢’
dyskryminacji
=> Firmy nie minimalizjg kosztow?
Wyjasnienie ‘a la Korwin-Mikke’:
Mezczyzni i kobiety rozni => majg rozne przewagi komparatywne w
réznych zawodach
=> Rdzna produktywnosc¢?
=> Brak substytucyjnosci?
» Empirycznie — rozny udziat kobiet i mezczyzn w roznych
zawodach
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Typowe rozwigzania brzegowe

» Dla czynnikdw komplementarnych f(K,L)=min{aK, SL}
K

A O ile zaden z czynnikow nie jest za
darmo ani nieskonczenie drogi —
rozwigzanie na ‘wierzchotku’ izokwanty

Popyt warunkowy
naKto K = 9
94

Popyt warunkowy

nal to L:i
TC=r1+w1
(94
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Produkcja w wielu zaktadach

» Firma posiada dwie fabryki, w kazdej inna funkcja kosztow:
Tclzﬂ(%) TC2=f2(q2)

» Firma chce wyprodukowac facznie g = g, + g, jednostek

» Minimalizuje taczne koszty: TC =TC, (q,)+TC,(q,)

» Przy ograniczeniu: ¢, t4, =¢

» Funkcja Lagrange’a: .2 (q,,9,,4)=TC,(¢q,)+TC,(q,)—A(q,+q,—q)

» Warunki pierwszego rzedu:

2 _G4) 4 0 o mc =2
_ _ 1
o, 9, > MC, =MC,
o _ITC(a) 5 _ o o MC, =4
g, dq,
=q,+q,—q=0 < q,tq,=¢q (@) BY czaj.ovs |
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Produkcja w wielu zaktadach

» Gdy rozwigzanie wewnetrzne: jesli firma produkuje w
wielu zaktadach i MC rosngcymi funkcjami wielkosci
produkcji to rozktada produkcje tak, zeby krancowe koszty
w kazdym byty rowne

» Wyprodukowanie ostatniej jednostki kosztuje tyle samo w
kazdym zaktadzie.

» W przeciwnym przypadku, np: MC, > MC,

Ostatnia jednostka tansza w 2 niz w 1 zakfadzie, wiec optaca sie
przenies¢ produkcje ostatniej jednostki z 1 do 2 zaktadu.

MC rosnace po g, wiec MC, zmaleje, MC, wzro$nie
itd. dopoki MC, > MC, - optaca sie przestac dopiero gdy MC, = MC,
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Produkcja w wielu zaktadach

» Uwaga — mozliwe rozwigzania brzegowe:
Np. jesli w 2 zaktadach istniejg koszty quasi-state (state, ale nie
sg ponoszone, jesli produkcja w tym zaktadzie = 0)

Moze by¢ optacalne produkowanie wszystkiego w jednym zaktadzie i
nieponoszenie kosztow statych drugiego

Np. jesli koszt krancowy w obu fabrykach staty i w jednej
Zawsze nizszy niz w drugiej

(@) v ozaonc |




Produkcja w wielu zaktadach

» Przyktad 1
TC,(q,)=10q¢; +5¢; +¢q,+10 dla ¢, >0  (TC,(q,)=5¢; +7q: +q,+10° dla ¢, >0
TC (g9,)=0 dla g, =0 TC,(g9,)=0 dla ¢, =0

» Czy optaca sie produkowac w obu zaktadach, rozktadajac
koszty tak, zeby MC, = MC,, czy wszystko wyprodukowacé
tylko w jednym?

» To zalezy od wielkosci produkgji ...

(jesli koszt krancowy w 1 przewyzszy koszt produkc;ji
pierwszej jednostki w 2 zaktadzie, optaca sie otworzy¢ oba)
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Produkcja w wielu zaktadach
» Przyktad 2

MC}

10

\

TC (q,)=4q; TC,(q,)=0,5¢, +10q,
MC,(q,)=2q4, MC,(q,)=q,+10
MC, (q,) MC, (q,)
MC(q1+q2)

VQ

Dla g < 5 tylko jeden zaktad
Dla g 25 oba i produkcja
roztozona tak, aby MC, = MC,
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Quiz
» Prawda czy fatsz:

Jesli ceny czynnikdw produkcji sg state, izokoszta jest prosta

Jesli izokwanta jest scisle wypukta, minimalizujgce koszty produkgji
ilosci czynnikéw spetniajg zaleznos¢ MRTS,, = - w/r

Jesli na osi poziomej jest L, a na osi pionowej K — nachylenie izokoszty
to - w/r

Dla funkcji produkcji typu Cobba-Douglasa minimalizujgce koszty
rozwigzanie zawsze jest wewnetrzne

Popyt warunkowy to funkcja mowigca ile powinno sie zatrudnic

czynnika produkcji w zaleznosci od produkowanej iloSci oraz cen
czynnikow

Optymalnie roztozona produkcja miedzy wiele zaktadéw oznacza, ze
krannicowe koszty w kazdym zaktadzie muszg by¢ rowne

Dla czynnikow doskonale komplementarnych, zmiana ich cen nie
powoduje zmiany popytu na nie

Dla czynnikow doskonale substytucyjnych, zmiana ich cen nie
powoduje zmiany popytu na nie
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